ALGÈBRES ENVELOPPANTES À HOMOTOPIE PRÈS, 
HOMOLOGIES ET COHOMOLOGIES 



RIDHA CHATBOURI 

Résumé. On présente une définition et une construction unifée des homologies et co- 
homologies d'algèbres et de modules sur ces algèbres dans le cas d'algèbres associatives ou 
commutatives ou de Lie ou de Gertsenhaber. On sépare la construction 'linéaire' des cogèbres 
ou bicogèbres qui traduisent les symétries des relations de définition de la structure de la partie 
structure qui apparaît ici comme une codérivation de degré 1 et de carré nul de la cogèbre ou 
de la bicogèbre. 



0. Introduction et motivation 

La définition opéradique de l'homologie permet d'unifier les notions d'homologie 
et de cohomologie pour les modules sur les algèbres associatives (homologie et co- 
homologie de Hocliscliild) et pour les modules sur les algèbres de Lie (homologie et 
cohomologie de Chevalley). 

Ces deux complexes sont dérivés de résolutions de l'algèbre (associative ou de Lie) 
considérée : la bar résolution et la résolution de Koszul. 

D'autre part, on peut affaiblir la notion d'algèbre pour définir des algèbres 'à homo- 
topie près'. Dans le cas d'une algèbre associative A, on regarde A comme une algèbre 
à homotopie près particulière : cette algèbre à homotopie près est exactement la Bar 
résolution de l'algèbre A. Dans le cas d'une algèbre de Lie q, la résolution de Koszul 
est obtenue en tensorisant par U{q) l'algèbre à homotopie près qu'on identifie à q. 

Dans cet article, on parlera plutôt d'algèbre enveloppante : algèbre A^o envelop- 
pante de A, algèbre L^o enveloppante de g. 

On décrira alors les liens entre d'une part l'homologie et la cohomologie d'un mo- 
dule M sur l'algèbre de type X et des structures de Xoo algèbre enveloppante associée. 

De plus on traitera de même le cas des algèbres commutatives R et de leurs mo- 
dules en étudiant leurs algèbres à homotopie près enveloppantes Coo(-R). Enfin, nous 
utiliserons cette construction pour définir l'homologie et la cohomologie d'un module 
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sur une algèbre de Gerstenhaber G grâce à son algèbre à homotopie près enveloppante. 



Dans toutes ces constructions, nous commencerons par définir la partie linéaire 
(les espaces de tenseurs retenus sur l'algèbre de départ) et sa ou ses comultiplica- 
tions naturelles soit coassociatives A pour A^o^A) ou Loo(0), soit cocrocliet de Lie 5 
pour Coo(-R) soit un couple (/t, A) pour les structures d'algèbres de Gerstenhaber à 
homotopie près GooiG). Ensuite nous écrirons la structure de l'algèbre X^o comme 
l'opérateur bord d'un complexe. Cela nous permettra de définir explicitement les 
opérateurs d'homologie et de cohomologie associés sur les modules. 

Nous retrouvons ainsi des résultats antérieurs (voir [G], |BGHHW] et |AAC2j par 
exemple) en les complétant, les précisant et les explicitant. 



1. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD D'UNE ALGEBRE 

ASSOCIATIVE 



Soit A une algèbre associative et unitaire sur M. On rappelle (voir par exemple 
[L]) que la Bar- résolution de A est le complexe suivant : 

A®A^ ■■■^^®^A^ ... 
oii dn est l'application linéaire définie par : 

n-l 

dn{aQ ® ai® ■ ■ ■ ®an) = ^(-l)-'ao ® ■ ■ ■ ® (a^aj+i) ■ ■ ■ ® a„. 

On vérifie directement que o dn = pour tout n > 1. De plus, puisque A est 
unitaire, ce complexe admet une homotopie, définie par : 

hn : — > ®"+^v4, hn{ai (g) aa ® ■ ■ • ® &„) = 1 O ® ■ ■ ■ ® a„. 

On montre directement que hn o dn + dn+i o hn+i est l'identité de Ce 
complexe est donc une résolution de l'algèbre A. En posant Cn{A) = Ç^^^^A, on le 
note : 

3i- CoiA) ^ CiiA) 3^ . . . Cn-M) 3^ . . . 
On note Zn{A) = ker((9„) et Bn{A) = im(9„+i), on a donc 

Hn{A) = Zn{A)/Bn{A) = 

pour tout n. 



Soit M un y4-bimodule. L'homologie de Hochschild du bimodule M est définie à 
partir de la Bar-résolution de la façon suivante. 
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On pose Cn{A,M) = Yl^=o®^^ ® M ® 'Si'^'^A. Le complexe d'homologie de 
Hochschild est le complexe : 

^ Co{A, M) ^ Ci(^, M) ^ • • • Cn-i{A, M)^ ... 
où le bord 9„ est linéaire et défini par : 
9n(ao ® ■ ■ ■ (8) tti-i ®mi® Cj+i ® • • • (8) a„) = 

^(— Ij-'oo <8) • • • <8) CLjdj+i ® • ■ • ®mi® • ■ ■ ® a„+ 

3=0 

+ (— l)*^^ao ® • • • (8) ai-ivrii ® • • • (8) a„ + (— l)*ao ® • • • (8) mjaj+i 8) • • • 8) a„+ 

n-l 

+ ^ (—!)■' Oo ® ■ ■ ■ ®mi® • • • ® ajGj+i • • • ® On 

Comme plus haut, le rf^'^^ groupe d'homologie du bimodule M est Hn{A,M) — 
ZniA, M)/BniA, M), où ZniA, M) = ker(a„) et B^iA, M) = im(9„+i). 

De même la cohomologie de ce bimodule M est définie ainsi. On pose 

et on obtient le complexe de cohomologie de Hochschild dérivé de la Bar résolution : 
C°(A, M) ^ C^(^, M) ^ • • • ^ C"-i(^, M) ^ . . . 

avec : 

n— 1 

((?""^Vn)(ao (8) • • • (8) a„) = ao/„(ai (8) • • • <8) a„) - ^(-l)Vn(«o (8) • • • (8) %aj+i (8) • • • (8) a„ 

+ (-l)""Vn(ao (8) ■ ■ ■ (8) an-i)a„. 
En considérant l'isomorphisme L((8)"^A, M) ~ Hom^|g,^op((8)"'''^A, M), donné par 
Fniao (8 • • • <8) a„+i) = aof„{ai (8) • • • (8 a„)a„+i, 
est A munie du produit opposé (a, 6) i — > ba), on constate qu'on peut écrire 

d^^^fn — ~Fn ° ^n+l|l(S)(igi"+iA)ig)l) 



donc on a un complexe dérivé de la Bar résolution. La cohomologie de Hochschild de 
M est celle de ce complexe : 

//"(A, M) = M)/B''{A, M), où M) = ker(9"+^) et M) = im(9"). 
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2. Algèbre Aoo enveloppante 



Dans cette section, nous allons traduire les constructions précédentes dans le cadre 
de la Aoo algèbre enveloppante de A. 

La structure multiplicative de A n'étant pas commutât ive, ne possède pas de 
symétrie : l'unique relation est l'associativité : 

Ass{ai,a2,as) = 01(0203) - (0102)03, 

L'application Ass n'a pas de symétries, l'espace Vect{Assoa, a G ©3) est de dimen- 
sion 6. On considérera donc toute l'algèbre tensorielle de A. 

D'autre part, on sait que les signes (—1)-' apparaissant dans les formules ci-dessus 
s'interprètent simplement si on décale le degré des éléments de A de 1. On va donc 
directement considérer ici une algèbre A graduée, munie d'une multiplication de degré 



si |o| est le degré de o G A. 

L'espace vectoriel que l'on considère est donc ®" ^[1]; l'algèbre tensorielle 

sans unité, graduée par : 

deg(oi ® ■ • • ® o„) = deg(oi) H h deg(o„) = |oi| H h |o„| - n. 

Cet espace est une cogèbre coassociative libre pour la comultiplication canonique : 

n-l 

A(o) = 0, A(oi ® • • ■ (g) 0,1) = ^(oi (g) • • ■ (g) Oj) (^(oj+i (g) ■ ■ ■ ® an). 



Le fait que (©n>i ®" ^[1])^) 6st une cogèbre libre se traduit ici par la propriété 
suivante : 

1. Pour tout espace gradué V, un morphisme F de cogèbres de (©n>i ©" A) 
dans (©n>i ©" V^[l], A) est uniquement caractérisé par sa projection sur V[l] : 
F est un morphisme si (F © F) o A = A o F. Posons F^ : ©"A[l] — > 
on a explicitement : 



: 



O1O2I = |oi| + I02I, 



(Voir par exemple |AAC2] ) . La coassociativité s'écrit : 

(ici © A) o A = (A © id) o A. 



n 





Fri(oi©- ■ -©Ori)©- ■ •©Fr^(o„_rj^+i©- ■ - ©On). 



k=l rj, riH \-rk=n 
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Réciproquement, pour toute suite d'applications linéaires (-Fn), l'application 
F définie ci-dessus est un morphisme de cogèbres. 

2. Toute codérivation D de (©n>i ^[1];'^) est uniquement caractérisée par 
sa projection sur A[V\ : D est une dérivation si {D®id + id®D)o /\, = AoD. 
Posons Dn : — > ^[1], on a explicitement : 

D{ai® ■■■®an) = (_l)deg{i3r)(dcg(ai)+...+de9(a,_i)) 
l<j<j+r— l<n 

(«1 ® ■ ■ ■ (S) aj„i) ® Dr{aj ® ■ ■ ■ ^ aj+r-i) ® («j+r ® ■ ■ • ® a„). 

Réciproquement, pour toute suite d'applications linéaires (-Dn), l'application 
D définie ci-dessus est une codérivation de la cogèbre (©n>i ^[1], 

La multiplication devient une opération de degré 1 de (g)^a4[l] dans A[l]. On utilise 
la règle des signes donnée dans |AAClj . et on lui associe l'application : 

Alors, l'application m se prolonge d'une façon unique en une codérivation de degré 
1 de la loi A à tout l'espace (Bn>i ®" ^[1]- 
Ce prolongement est explicitement : 

n-l 

m{ao O ■ ■ ■ ® a„) = ^(-1)^«<j- '^'^^{a.)^^ (g) ■ ■ ■ O m{aj » a^'+i) (g) ■ ■ ■ O a^. 

j=0 

La relation d'associativité est équivalente à m o m = (équation de structure). 

Définition 2.1. (Algèbre A^o enveloppante) 

Soit A une algèbre associative. On appelle algèbre A^o enveloppante de A la cogèbre 
(©n>i ®" A) munie de la codérivation m. On note cette algèbre enveloppante 

A^{A) = (©„>i ©" A[l], A, m). 

La Aoo algèbre enveloppante de A est donc la généralisation au cas gradué de la 
Bar résolution de A : si A n'est pas graduée, tous les a de A[l] sont de degré -1, et 
l'espace vectoriel Aoo{A) est ©„>i ©" A et la codérivation m coïncide avec d. 

Plus généralement, 

Proposition 2.2. (Homologie et cohomologie de Hochschild et A^o algèbres) 
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Soit A une algèbre associative, unitaire et graduée. Soit M un A-bimodule gradué. 
On définit une nouvelle algèbre associative, notée B — A\K M, produit semi- direct de 
A par M en munissant A ® M de la multiplication : 

{a + u){b + v) ^ {ab + {ub + av)) (a, b e A, u, v e M). 

Alors 

1. Le complexe d'homologie de Hochschild du bimodule M est un sous complexe 
de (Aoo(A IX M),mAKM)- 

2. Un morphisme de cogèbres F : {®n>i ®" A[l], A^) — > (©n>i ®" B[1],Ab), 
de degré défini par Fi = l + ci, F^ — Cn où i est l'injection canonique de A 
dans A \K M et Cj Çl L{<S)-'A[1], M[1]) est un morphisme 

F : {A^{A),AA,mA) ^ iA^{B),AB,mB) 

de Aoo algèbres si et seulement sirnsoF ~ ForriA, si et seulement si dcj — 
(j ^ ^) où d est le cobord de Hochschild. 

3. Un tel morphisme est dit trivial s'il existe une suite d'applications b = 

de degré -1 telle que c — tub ° {i ® b — b ® i) — b o m a, ceci est équivalent 
Cl = et Cn — dbn-i, pour tout n > 1. 



Preuve 

1. On a 5 = A © M, alors, 

n-l 

Cn(B) = D J2 ® ^ ^ = ^n(A, M). 

j=0 

On vérifie directement que fTiB\c„{A,M) = ^n- 

D'oii le complexe d'iiomologie de Hochschild du bimodule M est un sous complexe 

de (^Aoo{A K M),mA><M)- 

2. Soit F : (^0®M[1], AA,mA) — ^ As, m^) un morphisme de 

n>l n>l 

Aoo-algèbres tel que Fi = i + ci et F„ = c„. Alors, on a 

F(ai (g) • • • (8) an) = ^ ^^^(ai (g) • • • (g) a^J • • • Frfc(a„_r^^+i (g) • • • (g) an). 

fe>0, 0<ri,...,rk 
ri H hrk=n 

et thb o F — F o m a- On va démontrer que dcj = par récurrence sur j. 
Pour j = 1, F (a (g) 6) = Fi(a) (g) Fi(b) + F2(a (g) 6). Donc, 

ruB o F{a ® 6) = mB(Fi(a) Fi(b) = (-l)'^^^"(a6 + Ci(a)6 + aci(6)) 
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= Fo mA{a ® 6) = {-lf^^%ab + ci{ab)). 
D'où dci{a®b) = 0. 

Supposons que dcj = 0, Vj < n — 2 et montrons que dcn-i — 0. On a 
F o mA{ao (8) • • • ® a„) = 

n-l 

= F( J^(-l)^'<^ • • • mA(aj ® a^+i) • • • (8) a„) 

j=0 

n-l 

fc>0, 0<ri,...,rfe j=0 
riH l-r-fe=n 

<8) • • • <8) -Fr,- O mA(ari+...+r,_i+l ® • • • Or J <8) • • • <8) -Frfc (On-r^+l <8) • • • (8) a„) 

et 

o F{ao ® • • • (8) On) 

n-l 

fc>0, 0<ri,...,rk j=0 
riH \-rk=n 

(g) (^Fr^.(a,.,+...+r^_,+i (g) ■ ■ • (g) ar.,+...+rj) ® F^^._^j(a,.,+...+r^.+i (g) ■ ■ ■ (g) ari+...+,.^._^J 

(g) ■ • • (g) Fr^(an-rfc+l ® • • • ® On). 

Dans la somme précédente, si et r^+i sont supérieurs à 1, on a 

'nT'B {F-r-j (Q-ri+...+rj_i+l ® " " " ® ari+...+rj 

De plus, on a si = 1, 

mB^Fi(a^j+...+^^_^+i) (g) F^^.^j (arj+..,+^^.+i (g) • • • (g) 0^1+...+^.^^ j = 

= mfi ^ari+...+r-3 <8) -Fr-j+i (ctri+...+rj+l (g) • • • ® ari+...+r-j_,_i)^ 

et si Tj+i = 1, 

?7ÏB(-PV, (ar-i+...+r,_i+l g) • • • g) ari+...+r-J g) Fi (a^^+...+r^.+i)^ = 

= niB (^Fr.{ar-,+...+rj_i+l (g) • • • (g) 0^1+.. (g) ari+...+r,+i^ . 

Dans l'expression {tub o F — F o mA)(ao ® • • • g) On)) les termes 011 < n — 2 et 
les termes 011 rj+i < n — 2 disparaissent grâce à notre hypothèse de récurrence car 
dcr- — 0, pour tout rj<n — 2. Il ne reste que les termes 011 Vj = 1 et r^+i — n — 1 
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OU Tj = n — 1 et rj_|_i = 1. Donc 

{ruB o F - F o m^)(ao ■ ■ • ® a„) = mB(F„_i(ao ® ■ • • ® «n-i) (8) On) 
+ mij(ao ® -Fn-i(ai ® • • • ® a„)) 

n-1 

- ^(-1)^*<^ '^^"■'Fn^i (ao (8) • • • (g) Oj-i (8) mA(aj ® a^+i) ® 0^+2 <8) • • • <8) On) 
^ (_l)Ei<„-i<iega,^^_^(^^ ^ . . . ^ a„_i).a„ + (-l)'^^^"°ao.F„_i(ai ® • • • ® a„) 

n-1 

i=i 

= (9F„_i)(ao (8) ■ ■ ■ (S) a„) = 
On retrouve l'opérateur de cobord de Hochschild d. 

3. Si C = niB o[L<S>b — b<S)t) — bo ttia, alors, 
C„_i(ao<8) • • • <8) On) = 

=mB(ao (8) 6n-2(ai ® • • • <8 a„) + 6„_2(ao <8) ■ ■ ■ «n-i) «8 On) 

n-1 

- J^(-l)^^^^ '^^»"^6„_2(ao ® • • • ® • • • O a„) 

i=o 

= {-iy-9ao^^j,^_^^a^ (^...(^an)- (-1)^*^-1 '^"^"*6n-2(ao ® • • • ® a„_i).a„ 

n-1 

- J^(-l)^'^^ ''''^"'6n-2(ao (8 • • • «) %%+i • • • (8 On) 
=96„_2(ao <8) • • • ® On)- 

Dans les sections suivantes, nous allons répeter cette construction dans le cas des 
algèbres commutatives, des algèbres de Lie et des algèbres de Gerstenhaber. 

3. Algèbre C^o enveloppante d'une algèbre commutative 

Dans ce paragraphe, R est une algèbre associative, commutative, graduée sur R. 
La relation de commutativité : 

Com{ai (g) 02) = 0102 - (-l)'"'"'"''a2ai = 

est antisymétrique. La relation d'associativité n'est pas complètement antisymétrique 
mais on a : 

à\m.Vect{Ass o cr, cr G 63} = 2. 
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En fait(y4ss o a) (ai, 02, as) = pour tout a est équivalent, en tenant compte de la 
commutativité, aux 2 relations : 

Ass(ai, a2, as) = et y4ss(a2, ai, as) = 0. 

Un supplémentaire de l'espace Vect{id, (1;2)) est engendé par les (2,1) et (1,2) bat- 
tements de trois lettres. 

On définit donc d'abord les p, q battements àe n = p + q lettres comme les permu- 
tations cr de {1, . . . , n} telles que a{l) < ■ ■ ■ < a{p) et a{p + 1) < ■ ■ ■ < a{p + q). On 
appelle Bat{p, q) l'ensemble de tous ces battements et on définit le produit battement 
de deux tenseurs a = ai ■ ■ ■ ® ap G et /? = ap+i ® ■ ■ ■ ® ap+g G &R par 

hatp,q{a,l3) = ^ e\a\{(y'^)a„-i{i) ® ■ ■ ■ ® a„~i{n)- 

aGBat{p,q) 

Oii e\a\{<y^^) est le signe obtenu par la règle de Koszul en tenant compte des degrés 
\a\ des tenseurs. C'est à dire le morphisme de groupe sur 6„ tel que e\a\{{i,j)) = 

batp^q représente la somme signée de tous les tenseurs a^j ® • ■ ■ ® ai„ dans lesquels les 
vecteurs ai, . . . , a^ et les vecteurs ap+i, . . . , ap+g apparaissent rangés dans leur ordre 
naturel. 

Par définition, l'espace ®"'R est le quotient de par la somme de toutes les 
images des applications linéaires batp^n-p {0 < p < n) (voir [G], [L]). Cet espace est 
engendré par les classes des tenseurs ai (S) ■ ■ ■ (8) a„ dans le quotient. On note cette 
classe : 

ai (g) ■ • ■ çg) a» . 

Si n = 3, si (ai,a2,as) est un système libre dans R, l'espace Bat(2, 1) contient les 
tenseurs 

6at2,i(ai a2, as) = ai O a2 ® as + {-1^"'^^"^^ ai O as ® a2 + (-l)l'^3l(l'^2l+l'^il)a3 ® ai ® a2 
6at2,i(a2 ® ai, as) = a2 ® ai O as + (-l)l''^ll"ila2 ® as ® ai + (-l)l'^3l(l'^2l+l''il)a3 ® a2 ® ai. 
L'espace Bat{l,2) contient les tenseurs 

6ati,2(ai, a2 ® as) = ai ® a2 ® as + (-l)l"ill''2'a2 ® ai ® as + (-l)l'^il(l'^2l+l'^3l)a2 ® as ® ai 
6ati,2(a2, ai ® as) = a2 ® ai ® as + (-1)^''^^^''^^ ai ® a2 ® as + (-l)l«2l(kil+k3|)Q^ ® as ® a2. 

Si \^ = l^ectjai, a2, as}, ces quatre tenseurs forment une base de l'espace image des 
battements de Bat{l, 2) et Bat{2, 1) dans ®^V". Les tenseurs ai®a2®a3 et a2(8>ai(8>as 
forment une base d'un supplémentaire, donc ai a2 C?) as et a2 Oi ® as forment une 
base de ®^V . 

Ce qui remplacera l'algèbre tensorielle ©„>i®"'yl[l] sera donc ici l'espace ©„>i®"'-R[l]. 
Le quotient tient compte bien sûr du nouveau degré deg(a) = |a| — 1 des éléments de 
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R[l]. 

Cet espace est muni d'un cocrochet de Lie S sur ©„>i(8)"i?[l] .On pose d'abord : 

n-l 

S{ai ® ■ ■ ■ ® a„) = ^ ai ® ■ ■ ■ ® Oj Oj+i ■ ■ ■ (S> fln 

- Ê^deg ijli V "~i^^ î ) «j+i ® ■ ■ • ® an(^ai ® • • ■ ® aj- 

Cette formule permet de définir ô sur l'espace quotient (8>"'(-R[l]) (voir |AAC2j ) . 

Proposition 3.1. (La structure de cogèbre) 

L'espace ©„>i®"-R[l] équippé de ô est une cogèbre de Lie, c'est à dire que ô est 
coantisymétrique de degré et vérifie l'identité de coJacobi: si r est la volte 

r(a®6) = (-l)'^'=s(a)deg{fe)^^^^ 

alors 

Toô = -5, (^id'^^ + (r (g) id) o [id (g) r) + {id (g) r) o (r (g) id)^ o [5 ® id) o 8 = 

Cette cogèbre de Lie est libre. C'est à dire que si (C, c) est une cogèbre de Lie 
nilpotente quelconque, tout / : (C, c) — > R[\\ linéaire se prolonge en F : (C, c) — > 
®n>i®'^ R\^] qui est un morphisme de cogèbre. On en déduit qu'on peut définir des 
codérivations D et des morphismes F de cette structure à partir de leur 'série de 
Taylor'. 

Soit F : ©„>i(g"_R[l] — > ©n>i®"5'[l] un morphisme de cogèbres de Lie : 

{F ® F) O 5 = 5 O F, 

on suppose toujours F homogène de degré 0. On appelle F„ la projection sur ^[l] 
parallèlement à ©„>i(g"S'[l] de la restriction de F à ©"(-R[l]) : F„ est une application 
linéaire de (g'"(i?[l]) dans ^[l]. 

De même soit D : ©„>i(g"_R[l] — > ©n>i©"-R[l] une codérivation de cogèbres de 
Lie : 

{id® D + D ®id) O 5 = 5 O D, 

on suppose D homogène de degré q. On appelle Dn la projection sur R\i] par- 
allèlement à ©„>i©"-R[l] de la restriction de D à ©"(/?[!]) : Dn est une apphcation 
linéaire de (g"(i?[l]) dans R[l]. 



Proposition 3.2. (Reconstruction de F et D) 
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La suite d'applications (Fn) (resp. {Dn)) permet de reconstruire F (resp. D) de 
façon unique. En posant = ai® Oj+i ® ■ ■ ■ ® ai^j, on a explicitement : 

F{a[l^n]) = ^ -Fri(a[l,ri]) 'S) F^3(a[ri+l,ri+r2]) 'S) ■ ■ ■ Fr^{a[n-rk+l,n]) 

k>0, 0<ri,...,rfe 
riH \-rk=n 

et 

D{ail,n]) = (-l)''^°g(°ll-^l^ a[ij] Dr{a[j+l,j+r]) a[i+r-+l.n] - 

0<r 
l<j<n— r 

Plus précisément, toute suite d'applications {(pn) peut se relever d'une seule façon en 
un morphisme (resp. une codérivation). 

Voir |AAC2j et [BGHHW] pour la preuve de cette proposition. 

La multiplication dans R permet de transformer ©„>i®"(_R[l]) en un complexe 
d'homologie. Posons Cn{R) = (8>"(-R[l]). La multiplication se remonte en une appli- 
cation m : — > R\l\ comme ci-dessus : 

m{ a ® h ) = (-l)^^s('^)a6. 
Cette application est de degré 1, anticommutative et antiassociative : 
deg(m(a_®_6)) = 1 + deg(a) + deg(6), 

mj a © b ) = _(_l)deg(a)dcg(b)^^ ^^^ ^^ 

m{m{ a ® b ) (g) c) = -(-l)'^''*^^"^m(a m{ b (g) c )). 

Elle se prolonge d'une façon unique en une codérivation de (©„>i(g)"_R[l], 5), toujours 
notée m. On a : 

n-l 

m{ ao (g) ■ ■ • (g) g» ) = ^(-1)^'<^ '^''^^'^'^ao (g • ■ ■ (g m{aj (g aj+i) (g • ■ ■ (g a„ 

j=0 

et donc : 

{id ® m + m ® id) o 5 = 5 o m. 
La relation d'associativité pour le produit est équivalente à 

m o m = 0. 

On définit ainsi un complexe d'homologie appelé Coo algèbre enveloppante de R. 



Définition 3.3. (Algèbre C^o enveloppante) 
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Soit R une algèbre graduée, associative et commutative. On appelle C^o algèbre 
enveloppante de R la cogèbre de Lie (®„>i(8)"i?[l], S) munie de la codérivationm. On 
note cette algèbre enveloppante 

Coo{R)^{®n>i ^''R[l] ,S,m). 
La Coo algèbre enveloppante de R est donc un complexe d'homologie : 

^ CoiR) ^ C^{R) ^ ■ ■ ■ ^ Cn-i{R) ^ . . . 

où Cn{R) = 'g)"i?[l] On note Zn{R) = ker(m|c„(iî)) et -B„(m) = im(m|c„+i(iî)), on a 
donc les groupes d'homologie : 

Hr,{R) = Zr,{R)/B^{R) 

pour tout n. On appelle cette homologie, l'homologie de Harrison de l'algèbre com- 
mutative R. 

Plus généralement, 

Soit R une algèbre graduée, associative et commutative. Soit M un iî-bimodule 
gradué et symétrique : 

v.a = {-Ip^^'^a.v {aeR, ve M). 

On posera m{ a (g) v) = {—iy^^^"'^a.v. L'homologie de Harrison du bimodule M est 
définie de la façon suivante. 

On pose Cn{R,M) = X)"=o ® ^[1] ® quotient de l'espace des 

n chaînes de R vue comme une algèbre associative par l'espace des images de tous 
les battements batp^n-p agissant sur le produit tensoriel avec un facteur Le 
complexe d'homologie de Harrison de module M est le complexe : 

^ Co(i?, M) ^ Ci(i?, M) ^ • • • C„_i(i?, M) ^ . . . 

oià le bord dn est linéaire, de degré 1 et défini comme le quotient par les images des 
battements du bord de Hochschild, c'est dire par : 

dn{ ao (g) • • • (g) aj-i 0Vi0 aj+i (g) • • • (g) an ) = 

i-2 

^(_l)Efe<, deg(afe)^^ (g) • • • (g) m{ aj g) aj+i ) (g) • • • g) g) • • • (g) a^-h 

j=0 ^ 

+ (-l)^'=<i-i^^s(a/c)Qp (g) • • • (g) m{ ai-i (^Vj ) (g) • • • (g) a„ 
+ (-l)^'=<''^''s('"=)ao g) • • • (g) m{ {vi (g) g^+i) (g) • • • g) 0^+ 

n-l 

+ (_l)Efe<, deg(afc)+deg(^;i)^^ (g) • • • (g) (g) • • • (g) m( aj (g) 0^+1 ) (g) • ■ ■ ® a„. 



ALGÈBRES À HOMOTOPIE PRÈS, (CO)HOMOLOGIES 13 

Comme plus haut, le n*^"*^ groupe d'homologie du bimodule M est 

Hn{R, M) = Zn{R,M)/Bn{R,M), 
où Zn{R, M) = ker{dn) et B^{R, M) = im{dn+i). 

De même la cohomologie de ce bimodule M est définie ainsi. On pose 

C"(i?, M) = L( 0"i?[l] , M[l]), 
et on obtient le complexe de cohomologie de Harisson en posant : 

C\R, M) C\R, M) ^ ■ ■ ■ C'-^R, M) ^ . . . 
avec, si / G C"'{R^ M) est homogène de degré deg(/), 

(a"+V)( aO^---^a^ ) ^(_l)deg(/)deg(ao)^(^^^_^( ^^ ^ . . . ^ ^^ ^^ 

n-2 

- ^(-l)^'=<^'*^^^"'=V(ao ® • • • ® m( aj O aj+i ) ® • • • ® a^) 

+ (-l)S:.<ndegK)y( ap (g) ■ ■ ■ ^ an-i )0an. 
Et la cohomologie de Harrison de M est celle de ce complexe : 

H'^iR, M) = Z'^iR, M)/B''{R, M), où M) = ker(a"+') et M) = im(a"). 

Remarquons que si iî et M ne sont pas gradués, on retrouve l'homologie et la 
cohomologie de Harrison usuelles du R bimodule symétrique M. 

Proposition 3.4. (Homologie et cohomologie de Harrison et Cœ algèbres) 

Soit R une algèbre associative, commutative et graduée. Soit M un R-bimodule 
symétrique gradué. On définit une nouvelle algèbre associative et commutative, notée 
S — R\K M, produit semi-direct de R par M en munissant R®M de la multiplication : 

(a + u){h + v) = {ah + {uh + av)) (a, 6 G -R, m, w G M). 

Alors 

1. Le complexe d'homologie de Harrison du bimodule symétrique M est un sous 
complexe de {Coo{R ix M),mRf^M)- 

2. Un morphisme de cogèbres F : (©„>i(g)"i?[l], 5r) — > (©„>i(g)"S'[l], A5), de 
degré défini par Fi = t + ci, Fn = Cn où c est l'injection canonique de R 
dans R M et Cj E L{&R[1], M[l]) est un morphisme 

F : {C^{R),SR,mR) ^ {C^{S),ôs,ms) 

de Coo algèbres si et seulement si ms oF — F o rriR, si et seulement si dcj = 
(j > i) où d est le cobord de Harrison. 
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3. Un tel morphisme est dit trivial s'il existe une suite d'applications h — {hn), 
de degré -1 telle que c — tub o[L<S>b — b<S>t) — bo tua, ce qui est équivalent 
Cl — et Cn — dbn-i, pour tout n > 1. 

Preuve 

1. Comme pour les algèbre, S — M, alors, 

n-l 

j=o 

et ms\c„{R,M) = ^n- 

D'où le complexe d'homologie de Harrison du bimodule M est un sous complexe 
de (Coo{R IX M),mR^My 

2. Soit F : ( ÇÇ^ ®''R[l\ ,AR,mR) — > A5, m^) un morphisme de 

n>l n>l 

Coo-algèbres tel que Fi = t + ci et F„ = Cn. Alors, on a 

F{ ai (8) • • • (8) On ) = ^ Fr^{ai <S> ■ ■ ■ <^ ttri) <^ ■ ■ ■ <S) {ttn-rk+l • • • <8) On) ■ 

fc>0, 0<ri,...,rfc 
riH hrk=n 

et m s o F = F o rriR. On va démontrer que dcj = par récurrence sur j. 
Pour i = 1, F{ a O 6 ) = Fi(a) (g) + F2{ a®h ). Donc, 

o F{ a®b) = mg( Fi(a) = (-l)'^'=»"(a6 + Ci(a)6 + aci(6)) 

= F o mfi( a b ) = (-l)'^^^"(a6 + ci(afe)). 

D'où dci{ a®b) = 0. 

Supposons que dcj — 0, pour tout j < n — 2 et montrons que 9c„_i = (n > 2). 
On a 

n-l 

F o mR( ao ^ • • • q» ) = FÇ^{-l)^i<i^^^^"-'^aQ (g) • • • O 777,^( 0^ aj+i ) • • • (g) a„) 

n-l 

y^(-l)^^<'-i+-+^.-i+i'^^g("')fi,( ai • • • a,J (g 

fc>0, 0<ri,...,rfc i=0 
riH |-r-fe=n 

(g • • • (g -Fr,- O mjî(ari+...+r^_^+i (g • • • (g (g • • • (g Frj^^( a^_r^+i (g • • • (g a» ) 
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et 

ms o F( ao ® ■ ■ ■ ® an ) = 

n-l 

J2 y^(-l)^^<-i+- +'-i-i+^'^"^^"^V,^( ai • • • (g) a,J (g) • • • ® 

fc>0, 0<ri,...,rfc j=0 

ri-\ \-rk=n 

®ms (^Fr- { ar^+,„+rj-i+l 'S) ■ ■ ■ ari+...+rJ ®fij+i { ari+...+rj+l ari+...+r,_n )) 

(8) • • • (g) Fr^(a„_r^+i • • • (8) Un). 



Dans la somme précédente, si > 1 et r^+i > 1 on a 

ms(Frj{ ar, + ...+rj_i+l o • • • (g) ari+...+rj ) ® fij+i( ari+...+rj+l ® " " " ® ari+...+r,_n )) = 0. 

De plus, on a si = 1, 

= ms(^ari+,„+rj-i+l ® -^rj+i(«ri+...+rj+l ® • • • ® ari+...+rj+i) j 

et si Tj+i = 1, 

ms(j^rj{ari+...+rj-i+l <S> ■ • ■ <^ ari+...+r-,)®-Fi(an+...+r,+i)) 

= ^5 (^Fr. ( a^i+...+r,_i+i (8) • • • (g) ari+...+r, ) ® ari+...+r,+l) • 

Dans l'expression (m^ o F — F o mR){ao (g) • • • (g) a„), les termes oii < ti — 2 et les 
termes oia r^+i < n — 2 disparaissent grâce notre hypothèse de récurrence dcr- = 0, 
pour tout Vj <n — 2. Il ne reste que les termes où Vj = 1 et r^+i = n — 1 ou = n — 1 
et r^+i = 1. Donc 

{ms o F - F o mR){ ao (g) ■ ■ ■ (g) a^ ) = ms{cn-i{ ao (g) • • • (g» an-i )^(in) 

+ ms{ao^Cn-i{ ai • • • an )) 

n-l 

- y^(-l)^i<j ^^^°'c„_i ( gp (g) • • • (g) aj_i (g) mfl(aj0aj+i) (g) aj+2 • • • O Qn ) 
^ (-l)^'<»-i^"g°'c„_i( ao • • • a„_i ).a^ + (-l)'^"g°°ao.c^_i( ai • • • a„ ) 

n-l 

- J]] ( - 1 ) c„_ 1 ( gp (g) • • • (g) aj_i (g) (gj-gj+i) (g) 0^+2 (g) • • • On ) 

= (gcn-i)( gp <g) • • • (g) gn ) = 0. 
On retrouve l'opérateur de cobord de Harrison d. 
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3. Si c = ms o(6(g)6 — — 60 m^, alors, 

Cn-i( ao ■ • ■ (g) g» ) = 

= ms{aQ®bn-2{, ai ® ■ ■ ■ ® an ) + &n-2( Qo ■ ■ .an-Q ^an) 

n-l 

- y^(-l)^»<. '^"^°'&n_2( ao ■ ■ ■ gj-gj+i ^ ■ ■ ■ ^ a» ) 

j=0 

n-l 
j=0 

= dbn~2i ao (S) ■ ■ ■ ® an )- 

4. Algèbre L^o enveloppante d'une algèbre de Lie 

Dans ce paragraphe, q est une algèbre de Lie graduée sur M. La relation d'antisymétrie 
du crochet : Antisym{ai ® a2) = [gi,g2] + (— l)'"^""^^' [g2, oi] = est bien sûr 
symétrique, de plus, la relation de Jacobi Jac{ai, a2, a^) = oii : 

Jgc(gi, a2, a^) = (-l)l'^ill'^3l Q^^^ ^^j^ «3] [[g2, a,],ai] +(-1)1-311-21 Q^^^ ^^]^ ^^j 

vérifie : 

dimVect{Jac o a, a G 63} = 1. 

En fait Jac o a{ai,a2,a^) = pour tout a est équivalent, en tenant compte de 
l'antisymétrie, à la relation Jac{ai, a2, a^) = 0. 

Après décalage des degrés de 1, on doit donc considérer des tenseurs complètements 

symétriques pour le degré deg. 

Ce qui remplacera l'algèbre tensorielle ©„>i®"'yl[l] sera donc ici l'espace ©n>i'S'"(0[l]). 

La symétrie tient compte bien sûr du nouveau degré deg(g) = |g| — 1 des éléments 

de 0[1]. Un élément de S'"'(g[l]) est noté gi.g2 an- 
Cet espace est muni d'une comultiplication A définie par : 

A(gi an) = ^ edeg(a) ^^ij^ ) g/ ® gj, 

IUj={l,...n} 

|/|>0,|J|>0 

OÙ aj = a-i^Mi^ gî|^| si I = {ii < 12 < • ■ • < A est ainsi bien défini sur 

^"(0[1]) (voir lAMMj l 
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Proposition 4.1. (La structure de cogèbre) 

L'espace ©ri>i5'"(g[l]) équippé de A est une cogèbre cocommutative et coassociative, 
c'est à dire que A est de degré et vérifie, si t est la volte 

alors 

roA = A, (zrf (g) A) o A = (A (g) o A. 

Cette cogèbre est libre, en particulier, on peut définir des codérivations Q et des 
morpliismes F de cette structure à partir de leurs 'série de Taylor'. 

Si f) est une algèbre de lie graduée, soit F : ©„>iS'"(0[l]) — > ©n>i'S'"(f)[l]) un 
morphisme de cogèbres : 

(F © F) o A = A o F. 

On suppose toujours F homogène de degré 0. On appelle F„ la projection sur 
parallèlement à ©„>iS'"([)[l]) de la restriction de F à S'"(0[1]) : F„ est une application 
linéaire de S'"'(0[1]) dans f)[l]. 

De même soit D : ©ri>iS'"(0[l]) — > ©n>i'S'"(0[l]) une codérivation de A : 

{id ® D + D (g) id) o A = A o D. 

On suppose D homogène de degré q. On appelle Dn la projection sur g[l] par- 
allèlement à ©„>i5'"(g[l]) de la restriction de D à ^"(^[l]) : est une apphcation 
linéaire de S'"(fl[l]) dans ^[l]. 

Proposition 4.2. (Reconstruction de F et D) 

La suite d'applications (Fn) (resp. {Dn)) permet de reconstruire F (resp. D) de 
façon unique. On a explicitement : 

i>0 /iU - U/j={l,...,n} 

h...lj^il} 

et 

D{ai an) = ^ eàeg{a){^'ïf) {D\i\{ai)).aj. 

IUj={l,...,n} 
I,.J^% 

Plus précisément, toute suite d'applications {ipn) peut se relever d'une seule façon en 
un morphisme (resp. une codérivation). 



Voir |AMMj et |AAC2] pour la preuve de cette proposition. 
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Le crochet de Lie dans g permet de transformer ©n>i>S'"(g[l]) en un complexe 
d'homologie. Posons C„(0) = Le crochet de Lie se remonte en une apphca- 

tion £ : S^{g[l\) — > g[ï\ comme ci-dessus : 

e{a.b) = (-l)^"s(")[a,6]. 

Cette apphcation est de degré 1, commutative et vérifie Jacobi : 

deg{i{a.b)) = 1 + deg(a) + deg(6), 

i{a.b) = (-l)'^^e(a)deg(b)^(^_^)^ 

Elle se prolonge d'une façon unique en une codérivation de (®„>iS'"^(g[l]), A), tou- 
jours notée i. On a : 

^i^l Cln) = ^ ] ^deg(a) ( i,j\l '. '. '.îj!..n ) ^{(ii-dj) -dl- ■ ■ - î . . . j . . . .a„ 

i<j 

et donc : 

{id (g) £ + £ (g) id) o A = A o i. 
La relation de Jacobi pour le crochet est équivalente à 

£o£ = 0. 

On définit ainsi un complexe d'homologie appelé algèbre enveloppante de Q. 

Définition 4.3. (Algèbre enveloppante) 

Soit g une algèbre de Lie graduée. On appelle L^o algèbre enveloppante de g la 
cogèbre coassociative et cocommutative (®„>i5'"(g[l]), A) munie de la codérivation £. 
On note cette algèbre enveloppante 

i^oo(0) = (e„>i-S"(0[i]),A,^). 

La Loo algèbre enveloppante de g est donc un complexe d'homologie : 

Cl (s) C,{g) ^ • • • ^ a-i(0) . . . 

où Cniô) = 5"(s[l]). On note ^^(g) = ker(£|c„(g)) et B^Iq) = im{£\c„+,(g)) , on a 
donc les groupes d'homologie : 

pour tout n. Il est facile de voir que cette homologie est l'homologie de Chevalley de 
l'algèbre de Lie g. 
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Plus généralement, 

Soit Q une algèbre de Lie graduée. Soit M un g-module gradué. On posera 

e{a.v) = ^ (-l)'i^s(a)deg(«)^(^^^)_ 

L'homologie de Chevalley du module M est définie de la façon suivante. 

On pose C„(0, M) = M[1].,S"(0[1]), c'est un sous espace de ® M[l]). 

Le complexe d'homologie de Chevalley est le complexe : 

^ Co(0, M)^C^{g,M)^...'<^ C^-iid, M) ^ . . . 

où le bord dn est linéaire, de degré 1 et défini, en posant v.ai a„ = Xq 

par : 

dn{xQ Xn) ^ ^ ^deg(x) ( îj,0...îj...n ) ^{Xi.Xj^.XQ. .. .1 . .Xn 

Comme plus haut, le n'^"*^ groupe d'homologie du module M est 

F„(s,M) = Z„(g,M)/5„(g,M), 
où M) = ker(a„) et ^^(g. M) = im(a„+i). 

De même la cohomologie de ce module M est définie ainsi. On pose 

C"(0,M) = L(5"(g[l]),M[l]), 
et on obtient le complexe de cohomologie de Chevalley en posant : 

^ C°(g, M) C\q, M) ^ . . . ^ C"-^(0, M) ^ . . . 
avec, si / e C"(g, M) est homogène de degré deg(/) : 

i 

- 5^ £deg(a) ( j j,ï:.ii.".nil ) /(^(ai.%).ai ...Î...J... Mn+l). 
i<j 

La cohomologie de Chevalley de M est celle de ce complexe : 

H'^iQ^M) = Z''{q,M)/B''{q,M), où Z^'ig^M) = ker(a"+^) et B''{g,M) = im(a"). 

Remarquons que si g et M ne sont pas gradués deg{f) = 0, deg{a) = deg{m) = — 1, 
on retrouve l'homologie et la cohomologie de Chevalley usuelles du g module M. 



Proposition 4.4. (Homologie et cohomologie de Chevalley et algèbres) 
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Soit Q une algèbre de Lie graduée. Soit M un g-module gradué. On définit une 
nouvelle algèbre de Lie graduée notée I) = g K M, produit semi-direct de g par M en 
munissant M du crochet : 

[{a + u),{b + v)] = ([a, b] + {av - (-1)1^11"!^) (a, b e g, u, v E M). 

Alors 

1. Le complexe d'homologie de Chevalley du module M est un sous complexe de 
(Loo(0 K M), 

2. Un morphisme de cogèhres F : (©„>iS'"(5[l]), Ag) — > (©„>i5'"({)[l]), Af,), de 
degré défini par Fi = l + Ci, = Cn où l est l'injection canonique de g 
dans g K M et Cj e L{S^{g[l]), M[l]) est un morphisme 

F : {LM,\,Q ^ iLoo{i)),A^,i^) 

de Loo algèbres si et seulement si if, o F = F o i^, si et seulement si dcj = 
(j > où d est le cobord de Chevalley. 

3. Un tel morphisme est dit trivial s'il existe une suite d'applications b — (bn), 
de degré -1 telle que c — £t) o [l • b) — b o ig, où par définition 

(fb)(ai.--- .an) = ^(-l)^^^("')£deg(a) ( i,l,;.i."n ) Oi-Koi- ■ ■ ■ « ■ ■ ■ -On) 

i 

( qui est une généralisation de la formule définissant un morphisme en tenant 
compte du degré de b). Ceci est équivalent ci — et Cn = dbn-i, pour tout 
n> l. 



Preuve 

1. Par un calcul direct, on a : 

Cn{g,M)^M[l].S^{g[l])(lS^+\g[l]®M[l]) et W/Cnls, M) = 

D'où le complexe d'homologie de Chevalley du module M est un sous complexe de 
(Loo(fl K M), 

2. Soit F : (©„>i5-(g[l]),A0,£0) (©„>i5"(()[l]), A^, un morphisme de L^ 
algèbres de degré tel que Fi = t + Ci et F„ = c„. Montrons par récurrence sur j 
que dcj = 0. 

On a £f, o F = F o £g. D'une part, 

if, o F{a (8) 6) = £^(Fi(a).Fi(fe) + ^2(0 (g) b)) 
= £f,(Fi(a).Fi(6)), 
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d'autre part : 

F o £g(a ® 6) = £g(a ®b)+ ci(£g(a O 6)). 

D'où 9ci(a® 6) = 0. 

Supposons le résultat vrai à l'ordre n — 2 et montrons qu'il est vrai à l'ordre n — 1. 
On a 

il, o F{ai (8) • • • (g) a„) = 

( XI ^ Yl ^degCa) ( /î';;. J ) I (o/i ) 1 ) ) 

J>0 7iU-U7j={l,...,n} 

^X^T? 5Z Xl^deg(a) (7,,7fcj[,y.îfc...,/J ^(^|/.|(a/J>%|(«/j)%|Ki) 

J>0 •^i'iU---U7j={l,...,n} s<fe 
/i.../i^0 

Dans cette somme, si \Is\ > 1 et > 1, alors £(,^F|7^|(a7^), F|7j.|(a7^)^ — 0. Il 
reste donc : 

5Z Tî XI X ^deg(a) ( sjJu...sk...,Ij ) ("^' ^141 («^j) («jJ = 

j>0 •^]'iU---U7j={l,...,n} sy^fc 
/l.../,^0 

^Xtî X X ^deg(a) (,,7,,/;;::l..,jJ^(a.,F|/,|(a7j)F|^^ ^i/,iK) 

j>0 •^7iU---U/,={l,...,n} Vfe 

+ X7Î X X^deg(a) (,,t^'",„)^(a.,i^n-l(ai® ...S---®an)^. 

j>0 •^hU-Ulj={l,...,n} s 

Car £^^Fi(as),F„_i(ai (g) . . . s • • • (g) a„)j = £f,(|as, F„_i(ai (g) . . . s • • • (g) a„)^. 
D'autre part, on a 

F o £g(ai ® • ■ • ® a„) = F ^ £deg(a) ( i,/i::îi"..n) ^0(ai.aj).ai. ...î...j... .a„) . 
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On pose bi = ig{ai.aj), 62 = oi, • • • , bn-i = an- Alors, on a 
F o £g(ai ® • ■ ■ a„) = 

= £deg{a) ( j,/l.ï;î5"..n ) XI £1 Yl ^deg(&) ( ^ 7i.. ) F\Ii\{bh) F\i^\ {K) 

i<3 ^>0 ■ hU---Uli={l,...,n-l} 

= Xl^<ieg(a) (iii:.ii"..„) XI X ^deg(6) ( /Ji."^,^ ) ^|4| (^4 ) -^l/il (^/i ) ^1/^(^4) 

i<3 €>0 ■ 7iU-U7^={l,...,n-l} 

-fl...-f^y^0 

= X ^deg(a) ( i,j,i:::i..n ) X X ^deg(6) ( 4/1 .".7,^ ) ^|4| (&4 ) '^l/il (^4 ) ^141 (^4) 

i<j i>Q ' hU-Uli={l,...,n-l} 

h...h^% 
blG4,|/fe|<n-2 



+ X^'i<^e(") (i,/l-'-'ii"..n) -^n-l(^£|(«î-aj)ai an) 



i<j 



D'où, 



o F{ai (8) • • • (g) a„) - F o £g(ai (g) • • • (g) a„) = = 

X X ^deg(a) (,,7^,7^7;;;l..,7j ^ (0^,^^141(04 ^l^.lK) 



i>0 •'/iU---U7,={l,...,n} "T^*^ 



X^dcg(a) (i,i!i;.ii"..n) X ^deg(fe) ( 4/1.".// ) ^41 (^4) -^141 (^4 ) ^|4|(^4) 



i<j e>0 7iU--U4={l,...,n-l} 

4. ..47^0 
6i€4,|4|<n-2 



j>0 •^4U---U7j={l,...,n} s 
4... 4 7^0 

~ ^ ] ^deg(a) ( ij,l..ij...n ) -^n-l(^fl(Oî-%)oi ^n) 

=(/) - (//) + (///) - {IV). 

Sachant que dc\ii_\ = 0, pour tout Ik tel que < n — 2, on obtient (/) — (//) = 0. 
Il restera donc (///) — {IV) = dcn-i{ai ® • • • ® a„) = 0. 
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3. Si C = £[, o (t • 6) — 6 o £g, alors, 

c„-i(ao a„) =£(,(^(-l)'^"^^''"^edeg{a) ( ii:::î!!.nli ) ai.b{ao. ...î... .a„) 

i 

— ^dcg(a) ( i,j,0...îj...n ) ^n-2(^g(cfî''3'j) -do- • • - î. • -J. • • .On) 

=96„_2(ao a„). 

5. RÉSOLUTION DE KOSZUL POUR UNE ALGEBRE DE LiE 

On peut, comme pour l'homologie et la cohomologie de Hochschild, décrire les 
complexes d'homologie et de cohomologie de Clievalley comme des complexes dérivés 
d'une résolution, celle du module trivial M. Introduisons l'algèbre enveloppante 
de l'algèbre de Lie g. On rappelle, que si (aj)jg7 est une base de q, formée d'éléments 
homogènes, si / est totalement ordonné, alors les monômes aj^ajj ■ ■ - cUp (calculés dans 
U{q)) oii ik < ik+i et ik = ik+i implique a^^ pair forment une base de dite base 

de Poincaré-Birkhof-Witt. On peut prouver ce résultat en reprenant la preuve de (B] 
donnée dans le cas non graduée et en l'adaptant au cas gradué. 

Rappelons que de même une base de S{g) est donnée par les mêmes monômes, 
calculés dans S{q). Enfin une base de /\g (qui est linéairement isomorphe à ^(^[l])) 
est donnée par les monômes Oj^ A A ■ ■ ■ A Oj^, oii ik < ik+i et ik = ik+i implique 
ttij. impair, calculés dans /\q. 

Considérons la suite exacte : 

^ R 3l u{e) ^ W(g) ® g ^ . . . ^ W(g) ® A^g 2:^ . . . 
que l'on note 

M ( ^" (7 ( '^^ C ( ( ^" C '^"+1 

oii dç) est l'augmentation de W(g) et dn est un morphisme de W(0)-module défini par : 

n 

dn{u aiA ■ ■ ■ A a„) = '^^(—iy^^e\a\ (z, 1 . . . î . . . , n)uai ai A . . . î ■ ■ ■ A a„ 

i=l 

+ ^(-l)'+%|a|(i, j, 1, . ..îj. ..,n)u® [ai.aj] A ai A . . .î . . . j ■ ■ ■ A a^. 

i<j 

Cette suite exacte est une résolution, elle s'appelle la résolution de Koszul du g mo- 
dule trivial. 



Pour montrer que la suite est une résolution, on filtre d'abord l'espace total 

C = ®n>oCn = ©n>oW(g) ® A"g 
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en posant : 

p p 

On pose — Fp{C)q/ Fp_i{C)q. En ne retenant que la première partie de 
l'opérateur 9„, on pose : 

n 

dn{u (8) oi A • • • A On) = ^^(— 1 ... î ... , n)uai (8) ai A . . . î • • • A a„. 

Cet opérateur passe au quotient et définit donc une famille de suites exactes, pour 
p > : 

^ R 4^ w^o ^ ^ . . . ^ i±i 0. 

Ces suites admettent une homotopie qui est définie sur la base de Fk{C)n '■ 

si 4 < jn ou si ik = in et a^^ est pair 
/in+i(«n • • • tti^i^aj^A- ■ -AttjJ = -i 1 



j±{p , - TT^n ■ ■ ■ ^H-i ® «ifc A A • • • A aj„ sinon. 

Tri*; Ji JnJ 

On vérifie que hn passe au quotient, il est défini sur et pour tout k et tout n, 

Maintenant on a un diagramme commutatif pour tout p : 
O^R^ < — < ^ < ^ WP < — 

Il TTo î TTi t TTç t TTp t 

^ R ^ (FpC)o ^ (FpC)i < ^ (FpC)q < ^ (FpC)p ^ 

Il io î il î jç î î 

^ R ^ (Fp-iC)o ^ (Fp_iC)i < ^ (i^p-iC), < ^ (^p-iC)p = 

ici, jq est l'injection canonique et tt^ est la projection canonique et les flèches de la 
première ligne sont les dk, celles des lignes 2 et 3 sont les dk- 

On vérifie directement que ces diagrammes commutent et on vient de voir que la 
première ligne est exacte. 

On en déduit de façon classique une suite longue en homologie Vp > 1: 

> H{{F,_,C\) H{{FpC)q) H{W^^) = H{{Fp_,C)q+,) ■ ■ ■ 

Alors, pour tout p > 1 et tout g, H{{Fp^iC)q) = H{{FpC)q). 

De plus, on a (FoC)o = M et (FoC)_i = M. Donc, on obtient H{{FoC)q) = pour 
tout q, puis on en déduit que 

H((FpC)q) = 
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pour tout p et tout q. Ou 

Proposition 5.1. (La résolution de Koszul est une résolution) 

Le complexe de Koszul du g module trivial M est une résolution. 

Soit M un module à gauche, on le considère comme un U{q) module à gauche. 
Alors, après décalage, on a les identifications d'espaces vectoriels : 

M ®ui,) Cn ^ M[l] ® ^"(0[1]) et Homui,){Cn, M) ~ L{S^{q[1]), M[1]). 

L'homologie et la cohomologie de Chevalley du module M, définies dans la sec- 
tion précédente sont alors obtenues comme des complexes dérivés de la résolution de 
Koszul par un argument du même type que celui de la section 1. 



6. Goo ALGÈBRES 

Considérons maintenant une algèbre de Gerstenhaber G. G est un espace vecto- 
riel gradué, muni d'une multiplication associative et commutative, de degré 0, notée 
(a, b) I— > ab et d'un crochet noté (a, b) i— > [a, b], de degré -1 tel que [ , ]) est une 

algèbre de Lie graduée. De plus l'application ada : b [a, b] est une dérivation de 
degré |a| — 1 pour la multiplication (relation de Leibniz). 

La définition de l'algèbre Goo enveloppante comme ci-dessus, demande la construc- 
tion d'une codérivation, combinaison du produit et du crochet, telle que la relation 
de structure, c'est à dire l'associativité du produit, la relation de Jacobi pour le 
crochet et la relation de Leibniz soient équivalentes à l'annulation du carré de cette 
codérivation. La première difficulté est le fait que le produit et le crochet ne sont pas 
de même degré et qu'ils dépendent du même nombre d'arguments. Si on remplace G 
par G[k], le produit et le crochet restent de degrés différents. La seconde difficulté 
vient des relations de symétries différentes pour chaque loi. 

La solution proposée par Ginot [G] consiste à remplacer le produit par la codérivation 
m comme pour les algèbres commutatives, à prolonger le crochet en un crochet sur 
la Coo algèbre enveloppante de G. Dès lors cette algèbre possédera deux opérations, 
l'une ayant un seul argument (m) de degré 1 l'autre étant un crochet de degré 
entre deux arguments. Un nouveau décalalge et la construction d'une Loo algèbre 
enveloppante de Coo (G) permet de se retrouver avec deux codérivations de degré 1 
que l'on peut additionner et ainsi de décrire la structure comme l'annulation d'un 
carré. 
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Si on ne regarde que les symétries des relations, on trouve : 
Com{ai O aa) = OiOa - (-l)'"'""''a2ai = 0, 
Ass{ai ® 0-2 ® 0,3) = a'i(a2«3) — i(ii(^2)(^3 = 0, 
AnUsym{a, (g) a^) = [a,,a2] + (-l)'^^s{ai)deg(a2)[^^^ ^^j^ 

Jac{ai «2 ® as) = / (-l)deg{ai)dcg(a3) ^[^^^ _ 

Jl,2,3 

Leibn{ai ® 02 ® «3) = [ai, 0203] - [ai, 02)03 - (-l)l"2l'^''^(''i)a2[ai, 03]. 

(^-^23 signifie somme sur les permutations circulaires sur 1,2,3). De ces relations, on 
peut construire une relation qui ne vérifie pas la règle des signes de Koszul : 

[aia2,a3] = ai[a2,a3] + (-l)l"^l<^^^('^^)[ai, a3]a2. 

On va donc traiter en deux étapes la construction de la cogèbre qu'on utilisera. 
D'abord, on construit la cogèbre de Lie 

(7^,,5) = (®„>i 0"G[l] ,^), 

cette cogèbre est définie dans la section m 

Ensuite on étend le cocrochet ô en un cocrochet k de ?i[l] en posant, 

X = ai ® • • • ® Op, 

et 

p-i 

k{X) = J2 ((-1)^^<^ '^^s("'-) ai ■ ■ ■ (g) a,+i Up 
i=i 

Cette formule s'écrit de façon condensée ainsi : posons 

f/j- = ai (g) ■ ■ ■ (g) aj, Vj = Oj+i ® ■ ■ ■ Op, 
ce sont des éléments de 7i[l] de degrés 

deg{Uj) = ^deg(afc) - 1 et deg{Vj) = ^deg(afc) - 1. 

k<.j k>j 

Alors : 

<X) = £(-1)'^^^^^^^' {U, (g) V, + r (f/, (g) V,)). 
i=i 

Le cocrochet k sur ((^^G [!])[!] est alors cosymétrique (k = r o k où r est la volte 
dans 7i[l]) et de degré 1. 
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Comme dans la section^ on considère la cogèbre (S'+(7i[l]), A) = (©„>i5'"(7i[l]), A), 
qui traduira les symétries des relations Jac et Antisym. 
On prolonge alors k, à S'"'"(7^[l]) en posant : 

l<s<n Us^Vs=Xs 
/UJ={l,...,n}\{s} Us,Vsj^<ll 

X (e ( ./iL-C\. ) Xj.Us (^Vs.Xj + e{ ".V«?x. ) Xj.V^ (g) [/..Xj) . 
Les notations sont celles de |AAC2j : 

Xj = deg(Xj), Xj e H[l], xi = {deg{xk), k e I), Us = deg{Us), Vs = deg(K) 

et e ( xi^us"fs"xj ) représente le signe de la permutation (1, . . . , n) i— >• / U {s} U J, en 
tenant compte des degrés, e {xi^vs"us"xj) est 

(_l)dog(C/.)deg(y,) ^ gjg^g_ 

On rappelle que deg(Xs) = deg{Us) + deg{Vs) + 1. 

Rappelons que A est cocommutative et coassociative, de degré : 

(i) r o A = A (cocommutativité), 

(ii) ® A) o A = (A (g) id) o A (coassociativité). 

En posant = t ® id et T23 = id® k, est de degré 1, cocommutatif et vérifie 
les identités de coJacobi et de coLeibniz suivantes : 

(iii) T o K = K (cocommutativité), 

(iv) {id®^ + T12 o T23 + T23 o Ti2^ o (k (g) id) o K = (identité de coJacobi), 

(v) {id (g> A) o K = (/t (g) i(i) o A + ri2 o (ic? /t) o A (identité de coLeibniz). 
(Voir jBGHHWj et |AAC2j l 

L'espace S^{H[1]) est maintenant une bicogèbre (S'"*"(7-^[l]), k. A). Cette structure 
est libre dans le sens que tout morphisme F ou toute codérivation D peut être 
reconstruite à partir de leur série de Taylor : 

: (®^)[1].(®^)[1] (®^)[1] ^ (G'[l])[l] 

D,,,...,,^ : (®^)[1].(®^)[1] (®^)[1] — (G[l])[l] 

Comme on a vu comment construire des homomorpliismes ou des codérivations de 
S'+7Y[1] à partir de leur série de Taylor, pour reconstruire F et D k partir des 
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OU des i^pi,...,p,., il nous suffit de définir les applications : 

Fn : ©„>i5"(7^[l]) n'[l] et Dn : ©„>i5"(7^[l]) rL[l]. 
Soit donc Xi X„ un élément de {&^G[1])[1\.{®p''G[1])[1] {®p^G[1])[11 avec 



Xj = a{® ■ ■ ■ ® 4 



Pi' 



Fn{Xi Xn) (resp. -D„(Xi Xn)) est une somme de produits tensoriels modulo 

les battements de Fgj_...^g^(Yfc) {1 < k < t) (resp. de -Dgj_...^g^(Yfc) et de 1^) oii les 
sont des produit . de parties f// des Xj de la forme : 

Uî = ® ® ■ ■ ■ ® a^^, (0 < <pj). 

On considère toutes les décompositions possibles des Xj en produit ® de U- , on 

permute les U-, on note V^^ les U- après cette permutation, on pose Yk = V^^. 

On note 

e { &'g[i] )[i]. 

Les forment une permutation des Si un Xj n'est pas décomposé (rj = 1), 
il ne peut apparaître qu'en facteur d'au moins une vraie partie f// d'un autre X 
(rj, > 1). Si un Xj est décomposé (rj > 1) chacune de ses parties apparaît dans un 
Y différent enfin il y a autant de . et de ® dans l'expression 

Xi x„ = ff/i ® . . . ® u\) f f/f ® ■ ■ ■ ® t/;. 



que dans l'expression (formelle) : 

Y,®---®Yt = {V,' ) ^■■■®{Vi VsJ - 

(Voir [ÂÂU2] l 

Fn envoie le produit Xi X„ sur des sommes de termes de la forme 

Fn{X, X„) =Y,± F^l,...,,lS^i)^---^F^._^.jY,) 

u,v 

u,v 

De même Dn envoie Xi X„ sur des sommes de termes de la forme 

DniXi X„) = ^ ±Yi ® ■ • • ® (n) ® ■ • ■ ® Yt 

u,v 

= ^ iz Fi ® ■ ■ ■ © D^.^_^^^ jV,' Kt) ^■■■^Yt . 

u,v 

On va expliciter cette construction pour les lois de G, que l'on étend à la bicogèbre 

{s+in[i]),K,A). 
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Proposition 6.1. (Construction de m et £) 

Soit {G,.,[ , ]) une algèbre de Gerstenhaber. Le produit commutatif s'étend à 
©n>i<8)"'G[l] comme ci-dessus par : 

m( ai(8)a2 ) = (-l)^^^^"^)aia2 

n-l 

m{ ao (g) • • • (g) On ) = ^(-l)^i<^ '^''s("')ai (g) • • • m(aj (g) a^+i) (g) • • • (g) a„ (aj G G[l]) 

j=0 
n 

m{X, Xn) = ^(-l)^'=<.deg(^'=)Xi m(X,) Xn {Xk e n[l]). 

i=i 

Ainsi défini, m est une codérivation de k, et de A. 

Le crochet de Lie s'étend d'abord en un crochet sur 7i, ainsi : 



ai (g) • • • (g) Op A Op+i 



■''P+q 



£deg(o)(o' ^) aa-i(i) <g) • • • <g) [ao-i(fc), Qo-i(fc+i)] <^ • • • <^ Qa-i(p+g) - 

(TG_Bat(p,ij) 
(T-i(fe)<p<<T-i(fc+l) 

£^n/ïn on étend ce crochet à 5'+(7i[l]) comme ci-dessus par : 

^deg(X) ( i,j,i,...îj...,n ) ■ ■ - î ■ ■ ■ j ■ ■ ■ X^. 

i<j 

Ainsi défini, £ est une codérivation de k et de A. 

La strucure d'algèbre de Gerstenhaber, c'est à dire l'associativité du produit, la rela- 
tion de Jacobi pour le crochet et la relation de compatibilité de Leibniz, est équivalente 
à 

{m + i)o{m + £) = 0. 
On a donc les propriétés suivantes : m est de degré 1 et : 

(i) {m ® id -\- id ® m) o K — —k o m («-codérivation graduée) 

(ii) {m® id-\- id® m) o A — Ao m ( A-codérivation) 

(iii) m om = (associativité) 
£ est de degré 1 et : 

(iv) {£®id-\-id®£)oK = —ko£ («-codérivation graduée) 
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(v) {i0id + id®i) oA = Aoi (A-codérivation) 

(vi) io £ — (relation de Jacobi) 
Enfin : 

(vii) iom + moi — (relation de Leibniz). 
On pose donc : 

Définition 6.2. (Algèbre Goo enveloppante) 

Soit {G, .,[ , ]) une algèbre de Gerstenhaber graduée. On appelle G^o algèbre en- 
veloppante de G la bicogèbre de Lie , coassociative et cocommutative 

(0^G[1])[1]),«:,A). 

munie de la codérivation m-\- i. On note cette algèbre enveloppante 

GooiG) = (®n>i^"(®p>i( ®^G'[l] )[l]), K,A,m + e). 

La Goo algèbre enveloppante de G est donc un complexe d'homologie. Posons 

N 

Cn{G)^Y1 E { ^''^[1] ) [1] 

r=l piH \-Pr=N 

le complexe est : 

^ Cl (G) ^ G2{G) ^...^ Gn-i{G) 
Définition 6.3. (G-module) 

Soit G une algèbre de Gerstenhaber. Un G-module M est un espace vectoriel gradué 
muni de deux lois eoctemes : 

. : G X M — > M, (a, m) ^ am, 

telle que M devienne un bimodule symétrique pour la multiplication commutative de 
G (ma = (-l)HHam; et 

. iGflJxMfl] — > M[l\, {a,m)^a.m, 

telle que M soit un module pour la structure d'algèbre de Lie de G. De plus les lois 
. et • sont compatibles entre elles, c'est à dire satisfont, pour tout ai, a2 de G et m 
de M, 

[ai,a2\m = ai . (asm) - (-l)!"^!'^''^^)^^^^^ , 

et 

(oiOa) . m = 01(02 • m) + (-l)'"''l"2lo2(oi • m). 
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Soit G une algèbre de Gerstenhaber et M un G-module. Imitant les constructions 
des sections précédentes, on peut définir une nouvelle algèbre de Gerstenhaber, notée 
G K M en posant G\xM = G®Men tant qu'espace vectoriel et : 

{a+u).{b+v) = ab+av + ub et [a + u,b+v] = [a, 6] + a . î;- (-l)'^'=s(f')dogH^ ^ ^_ 
M est un G-module si et seulement si G tK M est une algèbre de Gerstenhaber. 

Pour définir l'homologie du G-module M, on construit la Goo algèbre enveloppante 
de G K M 

„ m+e ^ 1^ , m+e ^ , m+l m+£ ^ , ,x m+e 

< — Gi(G K M) < — G2(G K M) < — ■ ■ ■ < — GAr_i(G x M) < — . . . 
et on se restreint aux sous-espaces : 

N p 

c^{g,m)=y: e e 

r=l piH \-p^+p=N k=0 

( ®P'G[1] ) [1] ( ^P^Gjl] ) [1]. f ®'G[1] M[l] 0P-'G[1] ) [1], 

de Ciy{Gt<M). On obtient un sous-complexe qu'on appelle le complexe de l'homologie 
de Chevalley-Harrison du G-module M : 

3l Co{G, M) ^ Gi(G, M)^---t^ Cn^i{G, M) . . . 
Proposition 6.4. (Expression du bord de Chevalley-Harrison) 

Le bord de l'homologie de Chevalley-Harrison du G-module M est donné explicite- 
ment ainsi. 

Soit F = ai (g) • ■ ■ (g) ttfc (g) t> (g) ■ ■ ■ (g) ttp (ai, ...,apGG,vEM). On rappelle que le 
cobord ÔHar de Harrison, défini dans la section\^ est dnariX) = m{Y). 

Soit Xi = a\iS> ■ ■ ■ ® Op. (a\, . . . , a^. G G), on pose = bi® ■ ■ ■ ®bp., Y = 

V+i '^■■■® ei : 

l{Xi,Y) = E Ê:deg{b)(0-~^)&<7-l(l)® • • •®K-i(A:),&a-i(fe+l)]® • • • ®^fT-l(p+g)- 

creBat{p, ,p+l) 

(T-l(fc)<Pi<(T-l(fc + l) 

Enfin, pour Xi Xr.Y e Gn{G, M), 

djviXi Xr.Y) = (£ + m)(Xi X,).F + (-l)S>'i^g(^>)(Xi X,).m(r) 

i 

De même, la cohomologie de Chevalley-Harrison du G-module M est définie en 
écrivant l'équation de morphisme de Goo algèbre. Plus précisément, on se donne une 
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suite d'applications : Cn{G) — > {{G tx M)[l])[l] de la forme : 

Fi = 6 + Ci, Fn = Cn, 

oii L est l'injection canonique de G dans G x M et les sont des applications linéaires 
de Cn{G) dans M, plus précisément, 

AT 

r=l pi + -+p^=N 

avec : 



Cpi...p^ 



: ( (^^'Gil] ) [1] f g)^"^!!] ) [1] -^M[iV + r]. 

On construit le morphisme F de bicogèbres dont la série de Taylor est (-F/v) '■ 

F : (Goo(G), /€, A) (Goo(G K M), /€, A), 

enfin on écrit que F est un morphisme pour la structure (mG + ^c), respectivement la 
structure {mct<M, ^Gkm)- On trouve des conditions sur les cn que l'on écrit ÔnCn = 0. 
On obtient (voir |AAC2p : 



r=l piH ypr=N 

N 



r=l piH ypr=N 

On obtient alors le complexe : 

^ ^^(6-, M) ^ ■ ■ ■ C^-i(G', M) ^ . . . 
Proposition 6.5. (Expression du cobord de Clievalley-Harrison de M) 

Le cobord : C^{G,M) — > C^+\G,M) est de la forme = dm + de avec 

dm : C'^...p„ — '^Cp^^\pJ+l)...p„' P^^^ précisément, si 
j 

X, X„ G ( ^^^G[l] )[l] ( ^^^+^G[1] )[1] ( $^^"G[1] )[1], 

a/ors 5Z c^...,„ G X, G X, G 
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(c^mC^...p„)(-^l Xn 



^(_l)deg(a])E.<,deg(X,)^.^ rAT) ^ . . . ^ 



De même, de : C^^...^^ ^ C'i',ii...i...Pn ^'^'''^^ 

3, qi+q2=Pj+l 



j 

9l+Ç2=Pj+l 

>lî;ec (^/es notations sont celles utilisées dans la définition de k) 

1. Si qi > 1 et q2 > 1, alors 

2. Si qi — 1 et q2 — Pj > 1, alors 

+ £ (rS.^:.-.?: ) ^1 • ^2 ^n)) . 

3. On a la même formule par symétrie si q2 — 1 et qi — pj > 1. 

4. Enfin, si qi — q2 — 1, alors 

t yixi...y2...x„ ^ i • >i...pjvV 1 2 ^raj 

+ ^ ( ^^}:ytx: ) . i'^lAXi Y, X„) 

On a une cohomologie : [d^ + d^) o [di + d^) — 0. 
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